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1.
Sa se determine functiile derivabile f ;: R — R care verifica simultan
conditiile:

i. f (X)=0 pentru orice X€.Z;

i. pentru Xe R, daca f (X)=0, atunci f(x)=0. ° < %
Solutie. §
Aratam ca functia nula este singura functie care in® onditiile

problemei.
Fie prin R.A. o functie f : R — R care in epIi nditia problemei si
Xg € R astfel incat f(X0)>0 (de exemplu). Folosim Usmatoarea schema de
rezolvare: %
I k=|xo]< % <[Xo]+1=k +1; k®<
1

Il. f isiatingemaximulpeintervalul [k, in Xy € (k,k+1);

I11. Contradicta: %

Intr-adevar:

I,11.Din f(k), f (k+1) = (X0);

L TR ip _
L f (xy) = O 0-—Contradicte.
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2.
Fie A€ Ms5(C) o matrice cu tr(A) =0 si cu proprietatea ca A— g este

inversabila. Sa se arate ca A° # 5.

Solutie.
2w . . 2T
Fie & = COS? +1 smf siV = {/1 eC| det(A—/1|5): O}. Presupunem
prin R.A. ca A5 = |5 si folosim urmatoarea schema de rezolvare:
a+h4+e+th=>5

|.VC{8,82,83,84}; I1.3a,b,c,d € /V a.l. 5 3 o
a4bPes +cec+de® =0

I11. — Contradicta;

Intr-adevar:

AeV
| A° =15 =>singura valoare propri€’a lui A°este u=1= £ =1 | _,
A—Il5 inversabib = 4 =1nUeste, valoare proprie a matricei A

VC{8,82,83,84}
tr(A)= S A
"= 2 a+b+c+d=5

=
ILtr(A) =0 =, Jab,c,d e /V ai. 5 3 4 =
ac+bec+ce’+de™ =0

nla+b+c+d=5
da,b,c, d'exVadl. 5 3
a+be+ce +de” =0
L a+bcosZ +ccos +dcos % =0
1. &%+ be+ce? +de’ =0 < S S 5 =
21 A 67
bsin <~ +csin—2 +dsin— =0
\ 5 5 5
a+bcos%”—(c+d)cos%:0 a+ b\/_5_1_( )\/_-i-l 0
] = 4 —

sinz{Zbcoszm—d}:O b\/§+1+c—d=0
5 5 2

a=b=c=d=0=a+b+c+d=0-Contradictecull.
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3.
Fie a>0si (Xn )nzl un sir de numere reale. Sa se arate ca daca sirul

(xl FoeF X
na

j este marginit, atunci sirul (yn )n>1’ definit prin
n>1
Yh = t+— +....+—, este convergent pentru orice b>a.

Solutie.
Notam cu Sj; = X{ +....+ X;,, consideram functia fgi(0,%0)=> (0,0) ,

1
f(X) =— > ( si folosim urmatoarea schema delrezolVare:

X
b 1 1 b

l.3c>0ai.|S,|<c-n® Vn>1; “'m<k_b_(k+1)b<kb+1'v >1
b-a 1 1 B a _
1. (k +1)b—a+1 < kb—a N (k +1)b—a S kb—a+1 21’
S S 1 1
V. —y, =P O A'g - ot
Yoo = = 9P e )] ”*{(nﬂ)b (n+2)b}

1 1
S, = W p>1
nIDl{(nﬂ)—l)b (n+p)'°} Pt

n
. (v )sirCauchy=>(y, Jconvergent

1 1
V.| Ynip =Y ‘gc(2+b_aj ——,Vn,p=1;

Intr-adevar:

l. Din (ij marginit; 11, 111.Aplicandteoremalui Lagrangefunctiei f peintervalul

na
ce(kk+1)
[k+1,obtinem L+ _1_ & 1 1 _a
(k+D* k* ¢ k* (k+D* ot
(04 1 1 o

<—— < .Alegemapoi « =b, respectiva =b-a;
(k+l a+l ka (k_l_l)a kOH—l g p p
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X X X
n+1+ n+2+ 4 n+p _

V. — Vo= =
e T = P T (e 2P (n+ p)P
Sn+1—Sn +Sn+2_Sn+1+“"+Sn+p_Sn+P—1: %
(h+1)°  (n+2)P (n+ p)° . (
Snep Sy 1 1 \ 1|
b~ b+ Snt b~ p | te-tSnept b . D |
(n+p)” (n+) (n+)” (n+2) =D (n+p)

3l ((n+p)a i b(n+1)?

V-l Yaep—¥n| < (n+p)° +(n+1)b +(n+l) " Q}
1 1 b fé "
C_(n PP ()P R (neppatt J® —p)b-a+ } B

J 2, b1 1 1 1 -
n°@ b-aln (n+1)bSQ17+ p-2°2 (n+p-°2)|"
2 b [ 1 2 b 1
C{nb—aer_a(nb—a _.®b—a }Sc(nb—a b—anb_aj
1)1 . - 1)1
(2+ba)nuza ’§Vm lim ¢ 2+b_a)nb_a=o.
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4.
Matricile A€My, (C) si BeM,n(C), unde M>n2>2 au proprietatea

ca exista K € /N si ap,8y,....,8 € astfel incat:
a, (AB)X +a, ((AB)*? +..+a;(AB)+ayl, =Op, Si
a, (BAX +a, 1 (BA* ™ +...+a(BA) +agl, #O,.

Demonstrati ca ag =0.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca dg# 0, sifolosim

urmatoarea schema de rezolvare:

I.rang(AB)=m; Il.m=n; IIl. A Bginvetsabik; IV.Contradicta;

Intr-adevar:

11, = —% [ak(AB)k +....+a1(AB)]:> ABinversabih = rang(AB) =m:;

I ip
1. m=rang(AB) < mip{rang(A),rang(B)}<n=m=n; IIl.Dinlsill;

immultire
st. B, dr. A

IV.a (AB)X +ay_4(AB)<% .. +a,(AB)+ayl,, =0, =
inmultire
(BA)™

a, (BA 1 +a WBAX +..+a(BA? +a,(BA =0, =

a, (BAY* +@ 0y (BA 1 +...+a(BA) +ayl,, =0, — Contradicte.



